

























































































4. 関 ２ 三角関数・指数関数）






















































定義 2.2. 実数 y ∈ R が実数 x ∈ R を用











命題 2.4. 初項 a1，公比 r �= 1 の等比数列






















































y > 0 を満たすどんな実数 y ∈ R>0 につい
ても，ネイピア数 e を用いて y = ex となる
ような実数 x ∈ R が唯 1つ存在することが
視覚的にもわかる．より数学的に言えば，
exp : R −→ R>0, x �→ ex
は全単射である．この x に注目して，x と y
の立場を入れ換えて，以下のように定義する．




注意 3.1.1. 例えば，1 = e0, e = e1 なので，
log(1) = 0, log(e) = 1
が成り立つ．また，定義から，実数 a ∈ R に
対して
log(ea) = elog a = a
が成り立つ．
注意 3.1.2. x = es, y = et とすると，
s = log(x), t = log(y)
が成り立つ．このとき，
xy = es × et = es+t
となって，log(xy) = s+ t なので，
log(xy) = log(x) + log(y)
が成り立つ．
100 と 1000 を掛けるとき，それぞれを
100 = 102, 1000 = 103 と表せば，2 + 3 と





e7.11801620, 5678 � e8.64435433であるが，この
2つの積を計算する上で実際に乗算を行うよ




で，7006652 � e15.76237053 となることを数







定義 3.2. 正の実数 x ∈ R>0 に対して，
log(x) を対数関数という．
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log(x) を対数関数という．








のようになる．特に，y = ex のグラフを直線
y = x で折り返したグラフとなっている．こ
の事実は，y = log(x) の定義からわかること
である．実際，y = log(x) と
ey = x
は同値であって，xと y の立場を入れ換える，
即ち，x 軸と y 軸とを入れ換えたら同じグラ
フになる．これを同一の xy 平面上で考えれ
ば，直線 y = x で折り返していることに他な






注意 3.2.1. また，注意 3.1.2から，自然数
n ∈ N について









































となって，「F (x) = log(x)」とすると辻褄が
合うことがわかる．実際にこの事実を以下で
確認してみる．y = ex の (x, y) = (a, ea) で
の接線は命題 2.3によって，
y − ea = ea(x− a)
と表すことができる．x と y を入れ換える
（直線 y = x で xy 平面を折り返すことに対
応する）と，
x− ea = ea(y − a)
となって，
y − a = 1
ea
(x− ea)
となり，これが log(x) の (x, y) = (ea, a) で



























P = {2, 3, 5, 7,11, 13,





N = {1, 2, 3, 4, 5, . . .}
に対して少なくとも半分は素数ではないので
ある．以下では集合の記号を使って，ある自
然数 p ∈ N に対して，p が素数であること
を，p ∈ P とも書くことにする．




定理 4.2 (Jones, Sato, Wada, Wiens
([JSWW], 1976)). 26変数多項式 f を
f(a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m,
n, o, p, q, r, s, t, u, v, w, x, y, z)
=(k + 2)
�
1− (wz + h+ j − q)2
− {(gk + 2g + k + 1)(h+ j) + h− z}2
− (2n+ p+ q + z − e)2
− {16(k + 1)3(k + 2)(n+ 1)2
+ 1− f2}2
− {e3(e+ 2)(a+ 1)2 + 1− o2}2
− {(a2 − 1)y2 + 1− x2}2
− {16r2y4(a2 − 1) + 1− u2}2
− {((a+ u2(u2 − a))2 − 1)(n+ 4dy)2
+ 1− (x+ cu)2}2
− (n+ l + v − y)2
− {(a2 − 1)l2 + 1−m2}2
− (ai+ k + 1− l− i)2
− {p+ l(a− n− 1)
+ b(2an+ 2a− n2 − 2n− 2)−m}2
− {q + y(a− p− 1)
+ s(2ap+ 2a− p2 − 2p− 2)− x}2
− {z + pl(a− p)
+t(2ap− p2 − 1)− pm}2�
で定めるとき，a, . . . , z ∈ Z�0 に対して
f(a, . . . , z) > 0⇐⇒ f(a, . . . , z) ∈ P
が成り立つ．
したがって，この定理によれば，定理中の
多項式 f を用いて素数全体の集合 P を
P = {f(a, . . . , z) がとる正の値 }
と書き表すこともできる．
しかしながら，素数の現れ方を理解するの





から 907 までの間にある 19個の自然数がす
べて合成数であるように，ある素数 p から次
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p0, p1, p2, . . . , pn
がそのすべての素数だとして，
p = p0 × p1 × p2 × · · · × pn + 1
という自然数を考える．すると，p をどの素
数 pi で割っても必ず 1余ることになり，決し
て割り切れない．また，すべての i = 1, . . . , n
に対して p > pi となるから，どの pi につい
ても p �= pi が成り立つ．ゆえに，p は 1 と
p 自身でしか割り切れない数だから素数であ


















注意 5.2.1. この関数について，定理 2.5から，
lim
s→1 ζ(s) = ∞
となる．
定理 5.3 (Euler, 1737). リーマンゼータ関
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に s = 1 として和の形に書き換えてみる．命





















+ · · ·
となることがわかる．リーマンゼータ関数の
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に s = 1 として和の形に書き換えてみる．命





















+ · · ·
となることがわかる．リーマンゼータ関数の


















































































【入力】自然数 k ∈ N
【出力】k 以下の素数のリスト
1. ［初期化］すべての i = 1, . . . , k につ
いて ai ← 1 とおく．i が素数でないも
のは ai = 0 としたいので，まず 1 を
除外して，a1 ← 0 とする．2 は素数だ
から p← 2 とおいて，t← p とおく．
2. ［篩］t← t+pとおく．t � k ならば p
の倍数をすべて消去したことになるの
で step 3へ，t < k ならば at ← 0 と
おいて step 2へ．
3. ［p の取り直し］p ← p + 1 とおく．
ap = 1 である（p より小さいすべての
素数で割り切れない）ことと pが素数で
あることは必要十分だから，ap = 0 な





で step 5へ，p � √k ならば p の倍数
をすべて消去するために t← p とおい
て step 2へ．
5. ［出力］すべての i = 1, . . . , k につい



































目が step 2に，8・9行目が step 3に，5行目と
































Reading GPRC: gprc.txt ...Done.
GP/PARI CALCULATOR Version 2.7.4 (released)
amd64 running mingw (x86-64/GMP-6.0.0 kernel) 64-bit version
compiled: Jun 5 2015, gcc version 4.9.2 (GCC)
threading engine: single
(readline v6.2 enabled, extended help enabled)
Copyright (C) 2000-2015 The PARI Group
PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License,
and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.
Type ? for help, \q to quit.
Type ?12 for how to get moral (and possibly technical) support.







[0, 2, 3, 0, 5, 0, 7, 0, 0, 0, 11, 0, 13, 0, 0, 0, 17, 0, 19, 0, 0, 0, 23, 0, 0,
0, 0, 0, 29, 0, 31, 0, 0, 0, 0, 0, 37, 0, 0, 0, 41, 0, 43, 0, 0, 0, 47, 0, 0, 0
, 0, 0, 53, 0, 0, 0, 0, 0, 59, 0, 61, 0, 0, 0, 0, 0, 67, 0, 0, 0, 71, 0, 73, 0,


































Reading GPRC: gprc.txt ...Done.
GP/PARI CALCULATOR Version 2.7.4 (released)
amd64 running mingw (x86-64/GMP-6.0.0 kernel) 64-bit version
compiled: Jun 5 2015, gcc version 4.9.2 (GCC)
threading engine: single
(readline v6.2 enabled, extended help enabled)
Copyright (C) 2000-2015 The PARI Group
PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License,
and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.
Type ? for help, \q to quit.
Type ?12 for how to get moral (and possibly technical) support.







[0, 2, 3, 0, 5, 0, 7, 0, 0, 0, 11, 0, 13, 0, 0, 0, 17, 0, 19, 0, 0, 0, 23, 0, 0,
0, 0, 0, 29, 0, 31, 0, 0, 0, 0, 0, 37, 0, 0, 0, 41, 0, 43, 0, 0, 0, 47, 0, 0, 0
, 0, 0, 53, 0, 0, 0, 0, 0, 59, 0, 61, 0, 0, 0, 0, 0, 67, 0, 0, 0, 71, 0, 73, 0,
0, 0, 0, 0, 79, 0, 0, 0, 83, 0, 0, 0, 0, 0, 89, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 97, 0, 0, 0
]
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有限集合 S に対して，#S を S に属する
要素の個数とする．x 以下の素数の個数を数
える関数
π(x) = #{p :素数 | p � x}
を考える．（この関数は，素数関数（【英】prime
counting function）と呼ばれることがある．）








































































x→∞ log(x) = ∞














































実験 3. π(x) と
x





































































実験 3. π(x) と
x



































































1列目と 2列目の値を x 軸，y 軸にとってプ
ロットする」という意味である．したがって，

































定理 8.2 (Hadamard [Had], de la Valle`e-



















G N U P L O T
Version 5.0 patchlevel 1 last modified 2015-06-07
Copyright (C) 1986-1993, 1998, 2004, 2007-2015
Thomas Williams, Colin Kelley and many others
gnuplot home: http://www.gnuplot.info
faq, bugs, etc: type "help FAQ"
immediate help: type "help" (plot window: hit ’h’)
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faq, bugs, etc: type "help FAQ"
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このような作業を繰り返すと k = 200000
のときは 15ページの図 6のようになり，f1(x)
に近い最後であって，ここから k = 250000
前後では π(x) は f1(x) のグラフの上に位置






えば，k が 1000億程度でも 15ページの図 7







図 5：k = 10000 のとき
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図 6：k = 200000 のとき
図 7：k = 100000000000 のとき
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